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DIRIHLE PRINCIPS UN SKAITLU TEORIJA

Atklatajai matematikas olimpiadei 24.novembrT izzinota viena uzdevuma t€ma — Dirihle princips. Sk. https://www.
nms.lu.lv/olimpiades/atklata-olimpiade/. Aplukojam daZus ar to saistitus piemerus.

1.1 Funkciju vertibu sadursmes

Dirihle princips Ja vairak ka n objekti salikti n kastés, tad noteikti bus tada kaste, kura nonaks vismaz 2 objekti.

Definicija: Funkciju f : A — B sauc par injekfivu, ja tai nav koliziju jeb sadursmju: Ja a1 # aq, tad ar1 f(a1) #
f(az).

Piemeri:
(A) Funkcija f(z) = 22, kas attélo nenegativos skaitlus [0; +00) uz nenegativiem skaitliem, ir injektiva:

Jaa < b, tad arT a? < b%. (Tapéc var uztaisit inverso funkciju: g(z) = v/, kas no kvadratfunkcijas
vertibas atrod argumentu.)

(B) Ta pati funkcija f(x) = 22, kas attélo f : R — R NAV injektiva, jo pieméram, 2 # —2 bet
f(2) = f(—2). Tapéc vienadojumam z? = 4 ir divas dazadas saknes.
(C) Funkcija f, kas defingta visiem Latvijas iedzivotajiem un katram piekarto personas kodu, ir injektiva

— neeksiste kolizijas: divi dazadi cilveki ar vienadiem personas kodiem.

Uzdevums 1: Doti naturali skaitli no 1 Iidz 8. Pieradit, ka, izveloties jebkurus piecus no tiem, var€s atrast tadus divus,
kuru summa ir 9.

Uzdevums 2: Pieradit, ka starp jebkuriem seSiem naturaliem skaitliem, kas nedalas ar 10, var atrast divus tadus, kuru
summa vai starpiba dalas ar /0.

Uzdevums 3: Uz tafeles uzrakstiti &etru naturdlu skaitlu kubi: a2, b3, ¢3, d3. Pieradit, ka no tiem atradisies divi tadi,
kuru summa vai starpiba dalas ar 13.

[n**3 % 13 for n in range(®, 13)]

Uzdevums 4: Dota funkcija, kas katram cilvékam atrod dzim$anas datumu neatkarigi no gada (pienemam, ka ir tiesi
365 datumi, 29.februari neizmantojam). Uzrakstit izteiksmi varbiutibai, ka starp n cilvekiem bus cilveki ar
vienadam dzimS$anas dienam.
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1.2 Reizinasana péc pirmskaitla modula

Definicija: Divus skaitlus saucam par kongruentiem péc m modula, ja a — b dalas ar m (jeb abi skaitli dod vienadus
atlikumus, dalot ar m). Pieraksts:

a=b (modm).

Aplikojam nepara pirmskaitli, pieméram p = 11. Izveidojam nenulles atlikumu kopu péc modula 11:
Z?l = {L 2a 37 47 57 6a 7a 87 97 10}

Siem atlikumiem var izveidot reizinaSanas tabulu — katru divu atlikumu reizinajums art ir skaitlis, kas dod noteiktu
atlikumu, dalot ar 11:

a-b b=1|0=2|b=3|b=4|0=5|b=6|b=7|0=8|b=9|0b=10
a=1 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
a=2 2 4 6 8 10 1 3 ) 7 9
a=3 |3 6 9 1 4 7 10 2 5) 8
a=4 |4 8 1 5 9 2 6 10 3 7
a=5 5 10 4 9 3 8 2 7 1 6
a=6 |6 1 7 2 8 3 9 4 10 )
a=7 |7 3 10 6 2 9 5 1 8 4
a=8 |8 5 2 10 7 4 1 9 6 3
a=9 |9 7 5 3 1 10 8 6 4 2
a=10 | 10 9 8 7 6 ) 4 3 2 1

1

Definicija: Par skaitla ¢ multiplikativi inverso pec modula m sauc tadu skaitli a1, kam izpildas a~'a = 1 (mod p).

Apgalvojums: Katram skaitlim a, kas ir savstarp€js pirmskaitlis ar m eksisté multiplikativi inversais.

1.2. Reizinasana péc pirmskaitla modula 2
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Pieradijums: Pienemsim no pret&ja, ka neeksisté tads skaitlis x, kuram ax dod atlikumu 1 dalot ar p.

Aplikosim visus atlikumus a - 1,...,a- (p — 1). Ir pavisam p — 1 dazadi atlikumi un neviens no tiem nevar bit
1 (péc miisu pien€muma).

Tapéc pec Dirihle principa, atradisies divi tadi skaitli ¢ > 7, kuriem reizinajumi @ - ¢ un a - j dod vienadus
atlikumus:

a-i=a-j (modp) jeb a-(i—j) (modO0) (mod p).

Bet skaitlis a - (¢ — j) nevar dalities ar p, jo0 < i —j < p. O
Uzdevums 5:

(A) Atrast skaitla 20 multiplikativi inverso péc 23 modula jeb atrisinat kongruencu vienadojumu: 20z =1
(mod 2)3.

(B) Kada valstt apgroziba ir 20 centu un 23 centu monétas. Iedomasimies, ka pirc€jam ir tikai 20 centu
monetas, bet pardevejs var izdot tikai 23 centu monetas. Ka pircéjs var samaksat tieSi 1 centu?

Uzdevums 6: Skaitlis a nedalas ar 23. Pieradit, ka kongruencu vienadojumam
r?=a (mod 2)3

ir vai nu divi atrisinajumi, vai arT nav neviena atrisinajuma.

Maza Ferma teoréma: Ja p ir pirmskaitlis, tad katram a, kur§ nedalas ar p ir speka sakariba:

a?” ' =1 (mod p)

Pieradijums: Aplakojam visus skaitlus {1,2, ..., p—1}. Piereizinam tos visus ar a. legiisim {1-a, 2-q, ..., (p—1)-a}.

Nav iespéjams, ka diviem dazadiem ,j € {1,2,...,p — 1} izpildas i - « = j - a (mod p). Citadi sanaktu, ka
reizinajums a(i — j) dalas ar p. O

Ferma teoréma parada, cik ilgi skaitli var reizinat pasu ar sevi (veidot geometrisku progresiju pec modula p), lai atlikums
klutu vienads ar 1.

Ne visiem skaitliem bus visi 10 nenulles atlikumi péc modula 11. Apskatam modularas kapinasanas tabulu:

o R nd ot n® nf i n" et et

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 4 8 5110 9 7 3 6

1 3 9 5 4 1 3 9 5 4

1 4 5,931 4 593 Geometriska progresija
1.5 3 4 9 1 5 3 4 9 (mod 11)
1 6 3 7 9 |10 5 8 4 2

1 7 5 2 3 10 4 6 9 8

1 8 9 6 4 110 | 3 2 5 7

1 9 4 3 5 1 9 4 3 5

1 10 1 10 1 10 1 10 1 10

Uzdevums 7: Pieradit, ka vienadojumam nav atrisinajuma: =3 + ¢ + 23 = 19692

Uzdevums 8: Doti pieci naturali skaitli. So skaitlu reizindjums apziméts ar R, bet to piekto pakapju summa ar S.
Zinams, ka S dalas ar 1001. Vai ir iespgjams, ka R un S ir savstarpéji pirmskaitli?

Sk. 1.piemeéru no 8.darba lapas: https://www.nms.lu.lv/arhivs-un-materali/materiali/nnv-materiali/.

1.2. Reizinasana péc pirmskaitla modula 3
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1.3 KinieSu atlikumu teoréma
KinieSu atlikumu teorema: Doti naturali skaitli mq,mo, ..., my kuri ir pa pariem savstarp&ji pirmskaitli un ar1
jebkadi veseli skaitli ay, ao, ..., ag, tad sist€mai

z=a; (mod my)
x=as (mod ms)

x=ar (mod my)

eksisté atrisinajums un §is atrisinajums ir viens vienigs peéc modula N = mymsg - - - my.

Uzdevums 9: Izveidot tabulu ar m; = 8 rindam un my = 13 kolonnam. Katram atlikumu parim a; € [0;8) un
as € [0;13) ierakstit rutina skaitli - KinieSu atlikumu teorémas atrisinajumu péc modula N = 8 - 13 = 104.

Uzdevums 10: Atrisinat kongruencu sistemu:

x=1 (mod 3),

x=4 (mod 5),
=6 (mod7).
Uzdevums 11: Kadi ir pedgjie divi cipari skaitl1 72021?
Uzdevums 12: Pieradit, ka eksist€ 99 péc kartas sekojosi naturali skaitli ay, as, . . ., agg, kur a; dalas ar kada naturala

skaitla kubu, kas lielaks par 1.

1.4 Diskrétie logaritmi un FFDH atslegu apmaina

Kapinasana a® lauj ieviest divu dazadu veidu funkcijas:

Pakapes funkcijas: f(z) = 2". Sis funkcijas ir injektivas, ja z > 0 unn > 0. Pakapes funkcijai inerso funkciju sauc
par n-tas pakapes sakni: g(x) = {/x.

Eksponentfunkcijas: f(x) = a®. Sis funkcijas ir injektivas, jaz > 0 un a > 0 (turklat @ # 1). Eksponentfunkcijai
inverso funkciju sauc par logaritmu ar bazi a.

Piemeri: log,,1 =0, log;, 10 = 1, log;, 1000000 = 6, log;,0.01 = —2.
log, 2 =0.5,1log,4 =1,log, 8 = 1.5.
Kadiem kapinatajiem k skaitl 2* biis vismaz 30 cipari?

2F > 1029 jeb k > log, 102 = 291og, 10

>>> import math

>>> 29* math.log2(10)

96.3359147517335

>>> [2*%*k for k in [97, 98, 99]]

[158456325028528675187087900672, 316912650057057350374175801344, ... ]

 Alise un Bobs publiski apsola izmantot moduli p = 23 un bazi g = 5, kas ir primitiva sakne mod 23.
+ Alise izvélas noslépumu a = 4, tad nosiita Bobam A = ¢ mod p. Soreiz A = 5 mod 23 = 4.
* Bobs izvélas noslépumu b = 3, tad nosiita Alisei B = ¢g® mod p. Soreiz B = 5% mod 23 = 10.

* Alice aprékina s = B* mod p. Jeb s = 10* mod 23 = 18.

1.3. Kiniesu atlikumu teoréma 4
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* Bobs aprékina s = A” mod p. Jeb s = 4% mod 23 = 18.

* Alises un Boba kopigais noslepums ir skaitlis 18.

Definicija: Atlikumu g sauc par primitivo sakni pec p modula, ja starp pakapem ¢°, g', g2, .

nenulles atlikumi péc p modula.

3. Bob combines his secret key (b)
with the parameters and sends the
resulting public key (B) to Alice

’s:s3mud23:10

5. Bob combines (A)
with his secret key (b)

asz4amm 23=18

.., gP~ 2 ir atrodami visi

Primitivas saknes eksisté katram pirmskaitlim p. Tas var izmantot ka diskreto logaritmu bazes.

Uzdevums 13: Atrast visas primitivas saknes péc 23 modula. Citiem vardiem — cik ir tadu generatoru elementu (lidzigi
g = b iepriek$eja piemera), ja izmanto moduli 23. Atrast visus un atrast to kopskaitu.

1.4. Diskrétie logaritmi un FFDH atsléegu apmaina
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